Correction du DST n°3

Exercice 1

1. La fonction In est définie sur ]0, +oo[. Ainsi, pour tout z € R, on a z € Dy <=1 — e >0 e <1le=22>0
On en conclut que Dy = R*.

2. Soit € R*. Alors —x € R*, et f(—z) = —zIn (1 — e’(’w)Q) = —zln (1 — e*mQ) = —f(z). La fonction f est donc
impaire.
3. (a) Sur]—oo; O[etsur]0; +oo[onal—e " > 0.
De plus, z — 1 — e~ est dérivable comme composée de fonctions dérivables. Ainsi, £ — In (1 — e*$2> est
dérivable comme composée de fonctions dérivables car In est dérivables sur ]0, +o0.

Finalement f est dérivable comme produit de fonctions dérivables.
Pour tout = € Dy, on a

2
— _2 -z
flay = (1—e) g a2
— €
2 —xz?
—In (1 _ e—“z) + ix%
J— e—w
222e~" & (1 - e’z2) In (1 - e’z2)
- 1 —e2?

(b) Pour tout x € R*, on a —x? < 0 donc 0 < e < 1, et ainsi 1 — = [0, 1].

De plus, e~ =1 — u donc —22 = In(1 — u), 22 = —In(1 — u). On a donc

~ 2In(1 —u)(1 —u) +ulnu
u

f'(=)

(¢) Pour tout u € [0,1] on a 1 —u €]0, 1], donc g est dérivable comme composition de fonctions dérivables.

Vue0,1], ¢(u)=-2x(=1)xIn(l—u) —2%+1mu+ux %
=2In(1 — u) + In(u) + 3
=In((1 —u)?) +In(u) +3
= In(u(l —u)?) +3

(d) On étudie les variations de la fonction ¢ : u + u(1 — u)? sur [0,1]. On a p(u) = u(1 — 2u + u?) = u® — 2u? + u

¢ (u) = 3u® — 4u + 1

=(u—-1)3u—1)
on en déduit le tableau de variation de ¢ :
U 0 1 1
3
¢’ (u) + 0 -
. - @ (3) —
0 0




1 /2\* 4

3 X <3) =5 On a
4>3>1>1>01> -3
7 w9 10" " °

d’apres I'indication de I'énoncé. Ainsi, ¢ (3) >e™® > 0.

1
Comme ¢ est continue comme fonction polyndme et strictement croissante sur [0, g} et strictement décroissante

sur [5’ 1], on en déduit d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires qu'’il existe deux réels a et S tels que
0 < a < B < 1 solutions de I'équation u(l —u)? =e~3.

On a ¢'(u) > 0 < In(u(l — u)?) > =3 <= u(1 — u)? > e~3 car la fonction exponentielle est strictement
croissante sur R.

e En 0, on a lirr%J uwlnu = 0 par croissance comparée, donc par opérations et compositions de limites on a
u—r

li =0

g, 9(u)

e De méme, en 1, on a lim1 (1 —u) = 0 donc par composition de limites et par croissance comparée, lim1 (1-—
u— u—

u)In(1 —u) = 0. De plus, lim wlnu = 0 par opérations usuelles. Ainsi, lim g(u) = 0.
u—1 u—1

On en déduit le tableau de variations suivant :

U 0 « I5) 1

(e) D’apres le tableau de variations précédent, on a g(z) < 0 sur [0, o] et g(x) > 0 sur [, 1].

De plus, 0 € [g(«) ; g(B)] et g est continue et strictement croissante sur o ; ([. Il existe donc un unique réel
v €]a; B[ tel que g(y) = 0, et d’apres le tableau de variation de la question précédente on a bien g(u) <0 <= u €
10,7] et g(u) > 0 <= u € [y, 1].

(f) D’apres la question 2.b, pour tout € R* on a f'(z) = 9(w) avecu=1—e"".
u

On a u € [0,1] donc u > 0, le dénominateur est positif.
D’apres les questions précédentes,
glu) > 0= u>vy
e=1-e >y
<— e_””2 <1l-—v
— —2? <In(1 —~)

= 2? > —In(1 —v)

=z €] — 00; —/—In(1 —7)] U [\/=In(1 — 7); +o0

(g) On en déduit le tableau de variation de f suivant :

T —00 —v/—In(1—4) 0 —In(1—+7) +00

f/(x) + 0 - — 0 +

i) / \ \ /




4.

(a) On considére la fonction h : z — e~ g2 — 1.
h est dérivable sur R comme somme et composée de fonctions dérivables, et I/ (z) = —2z e 42z = 2z(1—e™*").
Pour tout z € R, 22 >0 donc —22 < 0, e~ < 1 et ainsi 1 — e~ > 0.
On en déduit le tableau de variations suivant :

x —00 0 +0o
W (z) - 0 +
. \ h(o) L /

et on en déduit que pour tout € R, h(x) > 0. Ainsi, on en conclut que pour tout z € R, e >1— 22
4
x
(b) On pose k(z) = e 1422 — 5 et on étudie les variations de k.

Cette fonction est dérivable sur R comme somme et composée de fonctions dérivables, et pour tout x € R on a

K (z) = —2ze™™ +2z — 22°

=2z(1-— e —2?)

Or d’apres la question précédente, 1 — et g2 < 0. On en déduit le tableau de variation suivant :
x —00 0 +00
k' (x) + 0 —
. k(0)=0
/ \

4
Ainsi, pour tout x € R, k(z) < 0 d’ou 'inégalité e’ <1224 %

(¢) On se sert de I'inégalité précédente pour déterminer la limite de f(x) lorsque x tend vers 0.
Pour tout = €]0, +o0, on a

4
e <1224+ 2
2
4
—e ™ > 1422
4
2 T
l—e™ ™ >a? -
- 2
4
In (1 - 6712) >In (x2 - I2> car la fonction In est strictement croissante sur |0, +o00[
4
f(:c)Zwln(xQ—g) car z >0

De plus, pour x >0onal— e <1 donc In (1 — e_lz) <0, et ainsi, f(z) <0.

On en déduit 'encadrement suivant, valable sur |0, +o0] :

zln <x2 - x) < fz) <0



w(#-5) (2 (-3)

:vln:v2+xln( - —

8
[

[\

2
=2rxlnz + zln (1 — x)

2
2
par croissance comparée et par opérations sur les limites, on en conclut que lin%) zln (x2 — 4) =0.
r—
Ainsi, en appliquant le théoréme des gendarmes, on obtient lilrb f(x) = 0.De plus, f étant impaire, on en conclut
=
qu’on a également lir% f(x) = 0. Finalement, la fonction f définie par :
%<0
2oy | flz) siz#0
f(x)_{ 0 siz=0
prolonge f par continuité en 0.
Exercice 2
. . 1 . . .
1. Ona lim In(z) = —co et lim |2— — ) = —oo donc par produit et par composition par exp qui tend vers +oo en
z—0t z—0Tt xT
+00 on a

1
1. 2 - 1 =
R 1r51+ exp << Jj) H(.’ﬂ)) —+00

1
lim (2 - > =2et lim In(z) =400 donc par produit et composition on a :
r—+o0 x r——+o0

lim g(z) =400

r—r+00

2. (a) h est somme de la fonction x — In(z) et de la fonction x — 2z — 1, toutes deux strictement croissantes donc

‘ h est strictement croissante sur ]0; +oo[‘

(b) h est continue sur ]0,+oo] comme somme de fonctions continues, et strictement croissante d’aprés la question
précédente.

Par somme de limites, lim h(z) = —co et lim h(xz) = +o00 donc 0 €] lim A(x), lim h(x)].
x—0 Tr—+00 x—0 xr—+00

D’apres le corollaire du théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe donc un unique
réel o > 0 tel que h(a) = 0. De plus, h(3) = —In(2) < 0 et (1) =1 > 0, donc «
appartient a l'intervalle ] é, 1 [

(¢) Comme h(a) =0 on a In(a) =1 — 2« donc :

s e (2 Y120

~ exp (—<2aa—1>>

(d) g est dérivable sur |0, 4o00[ comme produit et composition de fonctions usuelles dérivables. De plus, pour tout
z>0:



3.

5.

(e) g est strictement positive sur ]0,+oo[ par propriété de la fonction exp, et x — ?12 est strictement positive sur
10, 400
h est strictement croissante et s’annule en «, donc strictement négative sur |0, a[ et strictement positive sur
Ja, +00]. On en déduit le tableau de variation suivant :

x 0 o —+00
g (x) - 0+
+00 —+00
’ T
gla

Pour tout x >0 on a:

g(x) — 22 = exp ((2 - ;) ln(ac)> — exp (21n())

= exp (2In(z)) (exp <—1n;x) - 1))

> = 0 par croissance comparée, donc

(1) 1) =t

—In(z)

Orexp(u) —1 ~ wet lim (

u—0 r——+00

d’ou par produit

g(z) — 22 ~ a;2><(‘ln(x)> ~ —zln(z)

r—r+00

. Pour tout n € N posons P(n) : « u, existe et u, > 0 »

P(0) est vrai par hypothése, et si P(n) est vraie pour un rang n € N alors g(u,,) est bien défini car g est définie sur
10, +o0], et g(uy,) > 0 par propriété de la fonction exp, donc u,+1 = g(u,) existe et u,4+1 > 0. Par récurrence on en
conclut que P(n) est vraie pour tout n € N.

(a) Par tableau de signe :

z 0 1 +00
z—1 - 0 +
In(x) - 0 +
1)(:1611(_95) + 0+

donc ‘Vw >0, (x—1)In(z) > 0‘




(b) Pour tout z >0 :

— 1)1 —-1)1
D’apres la question précédente, pour tout = > 0, (z—1) In(x) > 0 donc w > 0 donc|exp ((x)n(x)) >1
T T

(¢) On déduit de la question précédente que pour tout = > 0, g(x) > = par produit, avec égalité si et seulement si
x =1 d’out le résultat.

6. Pour tout n € N, up11 — uy = g(uy,) — u, > 0 d’apres la question 5.c. | La suite (u,,) est donc croissante.
+

7. (a) On montre le résultat par récurrence. Il est vrai pour n = 0 par hypothese de cette question.
Supposons que % < u, < 1 pour un certain entier n. Alors g(u,) < g(1). Or g(1) = 1 donc u,4+1 < 1. De plus
(up) est croissante donc

Sun<un+1§1

N | =

Par principe de récurrence on en conclut que pour tout n € N, < U, < 1.

(b) (uy,) est croissante d’apres la question 6 et majorée par 1 d’apres la question 7.a donc (u,) converge vers un réel
{>0.

g est continue sur 0, +oo[ donc lim g(u,) = g(¢) et lim wu,4+1 = ¢ donc par passage & la limite dans I’égalité
n—-+o0o n—-+o0o

Unt1 = g(un) on obtient £ = g(¥¢).

‘L’unique solution de I’équation g(z) = x est 1 d’apres la question 5.c donc £ = 1. ‘

8. (up) est croissante donc Vn € N, u,, > ug > 1 (* ).
(uy) est croissante donc soit elle converge soit elle tend vers +o0o. Supposons par 'absurde que (u,) converge vers un
réel £. Alors, comme dans la question 7.b., la seule valeur possible de ¢ est ¢ = 1. Par passage a la limité dans l’inégalité
(*) on obtient £ > ug > 1, contradiction. On en déduit que ngrfoo U, = +00.

9. La fonction g est strictement décroissante sur |0, . Si 0 < ug < % < a alors g(ug) > g (%) Or g (%) =1 donc u; > 1.

En reprenant le méme raisonnement que dans la question précédente on obtient 1i1i1 u, = 00 done (u,) diverge.
n——+0oo

Exercice 3

1. (a) Ona deg(P"(z)) =p—2 et deg((a® + 1)P"(z)) = deg(z?* + 1) + deg(P"(x)) =2+p—2=p
De méme, deg(4P'(z)) = p—1 et deg(—2P(x))) = p donc par somme de polyndmes, deg(Q(z)) < p avec égalité
si et seulement si le coefficient de degré p est non nul.

Posons P(z) = £=0 apz® un polynome de degré p avec p # 2. Alors ap 7 0 et pour tout x € R on a
P P P P
Q(x) 17 +1) Zk -1 akxk 2+4Zkak1: -2 apx® Zk — Dagzx +Z/€ k72+42kakxk
k=2 k=1 k=0 k=2 k=1

Le terme de degré p de cette expression est p(p—1)a,z? —2a,xP. Le coefficient de degré p est nul si et seulement si
(p(p—1) —2)a, = 0, si et seulement si p> —p —2 = 0, si et seulement si p = 2 (car autre solution est strictement
négative).
On a donc montré que @ est de degré p sauf lorsque p = 2 auquel cas deg(Q) < p.
(b) Par disjonction de cas, on a soit p # 2 et deg(Q) = p # 2, soit p = 2 et deg(Q) < 2. Dans tous les cas deg(Q) # 2.
2. (a) Si P est non nul et satisfait 'égalité (1), alors deg(P) > 0 et Q(x) = 0 donc deg(Q) = —oo, donc deg(Q) < deg(P).
D’apres la question 1.a, le seul cas possible est deg(P) = 2.

6



(b) Soient a, b, c trois coefficients réels et P la fonction polyndmiale définie par P(x) = ax? + bx + c. Alors P satisfait
I’équation (1) si et seulement si

(Vz €R, (2*+1)2a+4(2ax +b) —2(az® +br+c) =0) = (VER, (2a—2a)z” + (8a — 2b)z + (2a + 4b — 2¢) = C

Or une fonction polynome est nulle si et seulement si tous ses coefficients sont nuls, donc 8a—2b = 0 et 2a+4b—2¢c =
0.

8 —2b = 0 — b = 4a
2a +4b—2¢ = 0 c = 9

donc P est solution si et seulement si b = 4a et ¢ = 9a, c’est a dire si et seulement si P est de la forme
P(z) = az? + 4ax + 9a, avec a € R.

3. (a) Soit (a,b) € R? avec a # 0 et P la fonction polynomiale définie par P(z) = ax + b.
P est solution de (2) <= (Vz € R, (2°+1) x 0+4a —2(az +b) = )

< (Vz €R, (—2a—1)z+4a—2b=0)

1
<:>a:f§ et b=-1

1
donc la fonction définie par P(x) = 5%~ 1 est solution de (2).
(b) Soit P un polyndéme quelconque. Notons @ et Q1 les polynomes définis comme & la question 1 par :
VreR, Q(z)= (z*+1)P"(z) +4P'(x) — 2P(2)
et

Vr €R, Qi(x)= (2®+1)P](z)+4P](z) — 2P (x)

alors
VreR, (Q—Qi)(z)=(z*+1)(P—P)"(x)+4(P— P (x) - 2(P - P)(x)

P est solution de (2)si et seulement si : Vo € R, Q(z) =z
si et seulement si : Vo € R, Q(x) = Q1(x) car P; est solution de (2)
si et seulement si Vo € R, (Q(z) — Q1(z)) =0

si et seulement si P — P; est solution de (1)

(c) D’apres la question 2.b, P — P est solution de (1) si et seulement si il existe a € R tel que (P — Py)(z) =
az? + 4az + 9a.
On en déduit d’apres la question précédente que P est solution de (2) si et seulement si il existe a € R tel que
P(z) = Pi(z) + az? + daz + 9a, c’est a dire :

1
Ve e R, P(x)= (a—2>x2+(4a—1)x+9a

Exercice 4

1. P(R;) est la probabilité de tirer une boule rouge au premier tirage. C’est une situation d’équiprobabilité donc P(R;) =
card(Ry) 2 1

card(2) 4 2
2. On peut représenter la situation par un arbre



/
<

D’apres la formule des probabilités totales, on a :

P(RQ) = P(Rl N Rg) + P(Eﬂ Rg)

P(Ry) x Pg, (R2) + P(R;) x Px- (Rg) d’apres la formule des probabilités composées
1 3 1 2
— — — >< —
2 5 2 6
_
15
3. Il faut calculer Pg,(R;).
On a
(R2N Ry) s
Pk, définit
Rr,(R1) (R par définition
_ 33
I
15
_ 9
14

4. On représente la situation par un arbre :
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@

&
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1 Ry
2 2
6 _
Rs
R
h R
6
Ry
Rs
On en déduit :
1 3 4 1 2 3 1 2 3 1 4 2
PRy) = - X o X o+ -Xoxodt_xxZa1-x_x2
(By) =g x g xghgXgXxgtgxgxatgxgxg
_ 1,3 11
5 35 14 12
HtHE=1=2
—2+ 1 N 1
7 2x7  2x6
24 N 6 N 7
TTX2X6 2XTX6 2x6X7T
a7
Y

n—1
5 B,=Ri NRyN---NR, 1NR, = (ﬂ Rk> NR,
k=1

6. Méthode 1 :



P(RiNRaN---NR,) =P(R1) X Pgr, (R2) X Pr AR, (R3) X - X Prin.nr,_, (Rp)

:gxéx%xg...x % XM
17876 "7 nt2 nt3

B 6

 (n+2)(n+3)

6
Méthode 2 : par récurrence, on pose P(n) : P(RiNRaN---NR,) = T DmTI)
n n

1 6 1
o Initialisation : P(R;) = B et )] =3 donc P(1) est vraie.
o Hérédité : On suppose que P(n) est vraie pour un certain rang n.
Alors

P(RiNRaN---NRyy1) =P(RINRaN---NRy) X Pr,n..Ar, (Rnt1) formule des probabilités composées

6 x 2 +2 par hypothése de récurrence
= Y
(n+2)(n+3) n+4
B 6
(n+3)(n+4)

Donc P(n + 1) est vraie.
si les n premiéres boules tirées sont rouges, alors il y a n + 2 boules rouges dans I'urne et n + 4 boules en tout,

n+2
donc pour le n + 1-iéme tirage la probabilité de tirer une boule rouge est i 1
n

6

e Conclusion : On en conclut par principe de récurrence que pour tout n € N, P(RyN---NR,) = m
n n

7. P(B,) =P(RiNRyN---NR,_1NR,) d’apreés la question 5.

Ainsi

]P)(Bn) = ]P(Rl n---N Rnfl) X PRIQ...mRnfl(Rin)

Si les n — 1 premiéres boules tirées sont rouges, alors il y aura 2 boules noires sur un total de n + 3 boules dans 'urne.

2
P(B,) =P(RiN---NR,_
(Bn) =P(I 1) X ——
= 6 X 2 d’apres la question précédente
n+1)(n+2) n+3 P d P
12

(n+1)(n+2)(n+3)

8. (a) Soient a, b et ¢ trois réels. Pour tout n € Non a

a_ b 4+ _a(n+2)(n+3)+b(n+1)(n+3)+c(n+1)(n+2)
n+l n+2 n+3 (n+1)(n+2)(n+3)

n%(a+b+c)+n(5a + 4b + 3¢) + 6a + 3b + 2¢
(n+1)(n+2)(n+ 3)

a+b+c=0
Ainsi, a,b et ¢ sont solutions du probléme posé si 5a +4b+3c=0
6a + 3b + 2¢ = 12

On résout ce systeéme :
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a+b+ec=0 a+b+c=0

5a4+4b+3c=0 <— b+2¢c=0
6a + 3b+ 2¢c =12 3b+4c =12
at+b+c=0
= b+2c=0
b=12

a==6

= b=-12

c=6

On en déduit que pour tout n € N on a

12 6 12 6

n+1)(n+2)(n+3) n+l 7n+2+n+3

(b) Soit n € N*.

n
6 12 6
P(By) = -
D B(Bi) kz_:<k+1 k+2+k+3)

1

gy, o
+1 n+2
6 12 6
— +
/n/—i-l n+2 n-+3
6 6

n+3 n+2

=1+

. n _ 7 . .
donc ngrfoo > kw1 P(By) = 1 par opérations.

Une démonstration plus rigoureuse de 1’égalité précédente :

k=1 k=1 k=1
_2": 6 N~ 12 KX 6
k1 k+1 —k+1
_ 6 . 6 12 12+6+6+2n:6 2 6
141 241 241 m+l41l n+2+41 nbl4l A k4Dl K+l k41
=0
6 6

:1 —

+n—|—3 n+2

11



n n
(¢) Pour tout n € N*onalP <U Bk> = Z P(By) car il s’agit d’une union d’événements deux a deux incompatibles.
k=1 k=1

+o0 n n

s . . L L . N .

Or d’apres le résultat admis, P (U Bk> = HEIEOOIP <U Bk> = nEIJIrlOO g P(B;) = 1 d’aprés la question
k=1 k=1 k=1

précédente.

Ainsi, on en conclut que la probabilité de tirer au moins une boule noire est de 1 (cet événement est presque sfir).
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